Tale Spé Maths

A-03 - LIMITES DE FONCTIONS
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Tale Spé Maths A-03 - LIMITES DE FONCTIONS

| Limite d’une fonction a l'infini
1) Limite finie a I'infini

a Deéfinition

e Soit £ un réel et f une fonction définie sur intervalle I =]A;+oo[, avec A un réel, ou I = R.

On dit que f(x) tend vers £ quand x tend vers +oo si tout intervalle ouvert contenant ¢ contient toutes
les valeurs de f(z) pour = assez grand.

On note : xl_l)IEloof(CC) =1,

e Soit £ un réel et f une fonction définie sur intervalle I =] — oo ; A[, avec A un réel, ou I = R.

On dit que f(x) tend vers £ quand x tend vers —oo si tout intervalle ouvert contenant ¢ contient toutes
les valeurs de f(x) pour = assez petit.

On note : xl_i)moof(x) =

REMARQUE
e lim f(x)=/{sietseulement si Ve e R, Jxg e R tq Vo > g, f(z) €]l — ¢4 + €.

T—>+00

e lim f(x)={siet seulement si Ve e R, 3z € R tq Vo <z, f(z) €]l — ;L +¢[.

b Interprétation graphique et asymptote horizontale

Quel que soit l'intervalle ouvert contenant ¢, et aussi petit soit-il, il existe un nombre A tel que la courbe Cf
restreinte a l'intervalle |A;+oo[ soit située dans la partie colorée ci-dessous :

¥i

T e

Soit f une fonction et £ un réel.
Si lim f(x) =/, alors on dit que la droite d’équation y = ¢ est une asymptote horizontale & la courbe
T—>+00

de f en +oo.
(Méme définition en —oo)

REMARQUE

Dans ce cas, la position de la courbe représentative de f par rapport & son asymptote est donnée par
le signe de f(x)—¢.

Dans la suite du chapitre, on admettra que les fonctions utilisées dans les définitions et propriétés sont
définies au moins sur un intervalle en adéquation avec la limite étudiée.
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¢ Fonctions de référence

PROPRIETE ~
i 1 1 1 . 1 1 o
e Les fonctions 2 » —, x » —, > — (neN*), z » —, z ~ — ont pour limite 0 en +oo.
57 5 i Nz ||
. 1 1 1 . 1 ..
e Les fonctions x —» —, x = —, x> — (n e N*), x » — ont pour limite 0 en —oo.
o a7 G ||

DEMONSTRATION

Démonstration pour z — — :
x

Soit I un intervalle ouvert contenant 0. Posons alors I =]\; u[ avec A <0 et > 0.
1 1
Fe])\;,u[ @)\<§<u
1
©0<E<u(car)\<0)
< 22> — (car la fonction inverse est strictement décroissante sur R*.)
I
1
S r<-——ouzr>—.
NG NG 1
Donc pour =z assez grand mais aussi pour =z assez petit, I contient tous les — donc
x

. 1 . 1
lim — = lim —2:0.
T—>—00 I r—>+00 ¢

2) Limite infinie a I'infini
a Définition

DEFINITION

Soit f une fonction.

e On dit que f(z) tend vers +oo quand z tend vers +oo si tout intervalle de la forme ] A ; +oo[ contient
toutes les valeurs de f(x) pour = assez grand.
On note : lim f(z) = +oo.

T—+00

e On définit de méme liIP f(z) =-00, lim f(x)=+00, lim f(z)=—oo0.

REMARQUE

e lim f(x)=+oo siet seulement si Yy € R, Iz € R tel que Y >z, f(x) > yo.
T—+00
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b Interprétation graphique

La courbe C restreinte & I'intervalle |M; +oo[ est dans la partie colorée ci-dessous :

EXEMPLE
Démontrer a I'aide de la définition que lim (22 — 2?) = —co.
r—>—00

(Intervalle ouvert ] —oo; A[, 2z - 2% < A < 22 - 22 - A <0, et 22— 2% - A est un polynome soit négatif
sur R (si A € 0), soit négatif & gauche de sa plus petite racine, et donc bien pour « x assez petit »,
d’out le résultat).

¢ Fonctions de référence

PROPRIETE

e Les fonctions z =z, z = 22, z — 2" (n € N*), z+ \/z, x ~ |z| ont pour limite +oo en +oo.
e Les fonctions z + x, x = 23,  + 2™ (n € N*, n impair) ont pour limite —oo en —oco.
e Les fonctions  + 22, x + 2" (n € N*, n pair), z + || ont pour limite +oco en +oo.

DEMONSTRATION

Soit I =]A;+oo[ avec A un réel strictement positif.
22> A < |z| > VA (car la fonction = — \/Z est strictement croissante sur R, )
< x>VAoux<-—VA.
Donc pour z < —/A, 2 € I : I contient tous les 2% pour z assez petit, donc lim 2% = +oo.

Tr—>—00

Il Limite infinie en un réel
1) Définition

DEFINITION

Soient f une fonction et a un réel.

On dit que f(z) tend vers +oo quand x tend vers a si tout intervalle de la forme ]A;+oo[ contient
toutes les valeurs de f(z) pour x assez proche de a.

On note }:1_1}(11 f(z) = +oo.

On définit de méme lim f(x) = —oo.
r—>a
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REMARQUE

Si f est restreinte a U'intervalle |1 ;+oo[, alors :
lim f(z) = +oo si et seulement si VA e R, Jee R" tq Vx €]l;l+¢[, f(x) > A.

Tr—a

2) Limite a gauche, limite a droite

Lorsqu’on étudie la limite de f(x) quand x tend vers un réel a, il faut distinguer le cas ou x tend vers a « par la
gauche » du cas ou x tend vers a « par la droite » (ce qui n’est bien sir pas le cas lorsque x tend vers +oo (c’est
nécessairement « par la gauche ») ou lorsque z tend vers —co (c’est nécessairement « vers la droite »)).

EXEMPLE
. 1
Etudions la fonction f définie sur R* par f(z) = — lorsque = prend des valeurs de plus en plus proches
x
de 0.
i
4 1 limite 3 droite On remarque que 'on ne peut pas conclure directe-
en 0 égale 3+ ment sur la limite de f(z) quand x tend vers 0 sans
distinguer deux cas : x positif ou x négatif.
1 Jr"="L Casou z>0:
| " On dit que la limite a droite en 0 de la fonction f
—— ol 1 X est +oo et on le note liII(l) f(z) = +oo.
70
Cas ot <0 :
] On dit que la limite a gauche en 0 de la fonction f
limite a gauche | | est —oo et on le note lim f(x) = —ooc.
en0égaled-ca .| 229
L R |
1

3) Interprétation graphique et asymptote verticale

La courbe Cf restreinte a I'intervalle ]I;1 + €[ est dans la partie colorée ci-dessous :

Soient f une fonction et a un réel.
Si lim f(x) = —o0 ou lim f(z) = +00, on dit que la droite d’équation = = a est asymptote verticale a la
r—a r—a

courbe de f.
REMARQUE
Ce résultat reste valable si lim f(z) = +00 ou lim f(z) = —c0, ou si lim f(z) = —c0 ou lim f(z) = +oo.

r<a Tr>a r<a Tr>a
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4) Fonctions de référence

PROPRIETE \

1 1
——, x +— — ont pour limite +oo en 0.
v Vo ||
e Les fonctions x — — et z +— — ont pour limite —oco quand z tend vers 0 par valeurs inférieures (« &
x x
gauche ») et +oo quand z tend vers 0 par valeurs supérieures (« & droite »)

e Les fonctions z —» —, z ~
x

Fuaire écrire ces résultats avec la notation lim.

\. J

DEMONSTRATION
Soit I =]A;+oo[ avec A un réel.
1
Si A <0, alors le résultat est immédiat car pour tout réel x non nul, — > 0.
x
Supposons maintenant que A est strictement positif.
; el & ﬁ > A

=2’ < 1 (la fonction inverse étant strictement décroissante sur R7.)

1 . . . .
< |z| < —= (la fonction racine carrée étant strictement croissante sur R .

VA

1 1
© —— << —
VA VA .
Donc pour x assez proche de 0, — € I donc lim — = 0.

2 20 72

Il Opérations sur les limites

1) Somme, produit, quotient

PROPRIETE 'admise )

Tableau des régles opératoires :

Les tableaux du chapitre « Limites de suites » sont a reprendre, en remplacant les suites v et v par les
fonctions f et g définies au voisinage d’un réel a ou de +oco ou —oo.

2) Exemple général

EXERCICE

Soit f la fonction définie par f(z) =
T+ 2

et Cy sa courbe représentative.

1. Déterminer ’ensemble de définition de f.

2. Déterminer les limites de f aux bornes de son ensemble de définition. Préciser les asymptotes
éventuelles a C'.

3. Etudier les variations de f puis dresser son tableau de variations.

4. Tracer dans un repére orthonormé la courbe de la fonction f ainsi que ses asymptotes.
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3) Quelques calculs de limites

EXERCICE
Déterminer les limites suivantes et en donner une interprétation graphique lorsque cela est possible :
lim (-22% - 52 +1) lim (-22% -5z +1) lim(—+2) (22 -1)
T—>+00 T—>—00 =0\
9 <
+1 2
im x lim z lim Ve
T2+ 2 z——00 12 — 4 z—too 1 + 1
Tr<—

4) Limite d’une fonction composée

DEFINITION

Soient f une fonction définie sur un intervalle I et g une fonction définie sur un intervalle J telle que,
pour tout = € J, g(x) €.
On appelle fonction composée f o g la fonction définie sur J telle que pour tout = de J, on a :

(feog)(x) = f(g(x))

On reprend les notations de la définition précédente.

Soient a, b et L des réels ou éventuellement +oo ou —oco.

Si limg(z) =b et lirrll)f(x) =L, alors lim(fog)(z)=L
= T T—a

EXEMPLES

Déterminer les limites suivantes :

1. lim cos(l) ?

Tr—>—00 €T

2. lim Va2-3z7?

T—>+00

4x -5
x—1"

Soit f:x+—

Déterminer I’ensemble de définition de f.
Déterminer les limites de f aux bornes de son ensemble de définition.

Etudier les variations de f sur son ensemble de définition.

=W D=

Dresser le tableau de variations de f.

Polycopié de cours de N. PEYRAT Page 7sur 10 Lycée Saint—Charles



Tale Spé Maths A-03 - LIMITES DE FONCTIONS

IV Limites et comparaison

1) Théoréeme de comparaison

THEOREME ~

Théoréme de comparaison :

Soient f et g deux fonctions définies sur I =]A;+oo[ (ou I =R) avec A un réel.

e Si pour tout x de I, f(z) > g(x) et lim g(x) = +o0, alors lim f(x) = +oo.
Tr—+00 Tr—>+00

e Si pour tout = de I, f(z) < g(x) et lirgl g(x) = —o0, alors 11131 f(z) =—-oo.

\. J

REMARQUE

Ce théoréme reste valable en —oo, en un réel a, ou si I'inégalité n’est vérifiée qu’au voisinage de +oo
(respectivement de —oo ou de a).

DEMONSTRATION

e lim g(z) = +oo donc tout intervalle de la forme [M ;+oo[ (M € R) contient toutes les valeurs de
T—>+00

g(x) pour x assez grand dans 1.
Or pour tout x € I, f(x) > g(x). Ainsi, 'intervalle |M ;+oo[ contient aussi toutes les valeurs de f(x)
pour z assez grand dans I. C’est-a-dire lim f(z) = —oo.

T—>+00

e Le deuxiéme point se démontre de maniére analogue.

EXEMPLE

Déterminer les limites en —oo et en +oco de z — cosz — x.

2) Théoréme des gendarmes

admis 3

Théoréme des gendarmes :

Soient f, g et h trois fonctions définies sur I =]A;+oo[ (ou I =R), avec A un réel.

Soit £ un réel.

Si pour tout = de I, g(z) < f(z) < h(x), et si g et h ont la méme limite £ en +oo, alors xl_l)IEloo f(x)=¢.

\. J

REMARQUE

Ce théoréme reste valable en —oo, en un réel a ou si ’encadrement n’est vérifiée qu’au voisinage de +oo
(respectivement de —co ou de a).

EXEMPLE

Soit f la fonction définie sur R* par f(x) = SIne

s
1. Montrer que f a une limite en +oo et interpréter graphiquement cette limite.
2. Déterminer de méme la limite de f en —oo.

3. Déterminer la limite de f en 0.
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V Limites de la fonction exp

1) Limites en infini

PROPRIETE

lim €% = +o0
T—+00

DEMONSTRATION

Soit f la fonction définie sur R par f(z) = e*—z. f est dérivable sur R et pour tout réel x, f'(z) = e*-1.
Donc f/(z)20 = 21 o e®2e < 220,

f est donc strictement décroissante sur | — oo0; 0] et strictement croissante [0;+oo[ :

f(x) \ /

f admet sur R le nombre 1 comme minimum : Yz € R, f(z) > 0 soit * > x.

Or lim z = +oo donc d’aprés le théoréme de comparaison, lim e* = +oo.
XTr—>+00 xr—>+00

PROPRIETE

\.

lim e*=0

Tr—>—00

DEMONSTRATION

1
VzeR, e"=—.O0r lim (—z) =+o00 et lim e” = +o0, donc par composition, lim e™ = +oo.
e TrT—>—00 Tr—>+00 T——00
Donc par inverse, lim e* = 0.
r—>—00
2) Une limite particuliére
PROPRIETE
X
-1
lim &= =1
x—0 T
DEMONSTRATION
et~ 1 €x+0 _ 60

lim = lim

z—0 I z=0 x-0

On reconnait la limite, quand = tend vers 0, du taux de variation de la fonction exponentielle entre 0

x
-1
et 0+ x; or la fonction exp est dérivable en 0, donc 1111(1) ¢ =exp’(0) =1.
xr—
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3) Croissances comparées

PROPRIETE

Soit n € N.

lim — =+o0 lim (2"e*) =0 lim — = +o0
xr—>+oo T r—>—00 xr—>+00 €T

DEMONSTRATION

Démonstration de la 1r¢ limite dans le casoun=1:

12

Soit f la fonction définie sur R par f(z) = e® - CR

La fonction f est dérivable sur R et pour tout réel z, f'(z) =e” — x.
Or, pour tout réel x, €* > x (vu au-dessus), donc f'(x) > 0.

La fonction f est donc strictement croissante sur R et f(0) = 1.
T

x T
Ainsi, pour tout réel x strictement positif, f(x) >1 >0, d’ou e > oL soit — > 5 (car z > 0).
T
X

Or lim — = +o0 donc d’apreés le théoréme de comparaison, lim — = +oo.
xT—>+00 2 T—>+o00 I

Démonstration de la 1'® limite dans le cas ou n>2 :

EAANL TN
, @ (o) 1 en
Pour tout réel z non nul, ona — = ——— = —x —| .
n x z
x (nx—) n Z
n n
T xZ

en 1
— = +00, et comme — >0,
n

.z . e . .
Or lim — =400 (carn>0) et lim — =+o0, donc par composition, lim —
T—>+o0o n, T—>+o00 I r—>+00 =
z n T \N
. 1 en . n i . 1 en
lim | —x—] =+0c0. Or lim 2™ = +oco, donc par composition de nouveau, lim |—x —] = +oo,
Tr—>+oco \ N = Tr—>+00 T—>+00 \ N, =
n n
x
c’est-a-dire lim — = +o0.
T—>+o00 T
Démonstration de la 2%™¢ limite dans le cas ou n=1:
-z
VeeR, ze”=—(-2) x — = ——.
e’ e’
x '
. . € cas - . €
Or lim (-x)=+o0 et lim — =+oo (par propriété), donc par composition, lim — = +oo0, donc par
T—>—00 Tr—>+o00 o T—>—00 —T
. . - .
inverse, lim — =0, donc lim ze® =0.
r—>—00 =% T—>—00
Les autres limites sont admises.
Déterminer : lim (22 - e%) lim (1-23e%) lim (2ze°%)

T—+00 T—>—00 T—>—00
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