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| Exemple

Soit (uy,,) définie par ug =1 et Vn e N, uy1 = 10w, —9n - 8.

Calculons les premiers termes de cette suite :

up=2;us=3;u3=4; u4="5 ...

Il semble que u, =n + 1. Comment le prouver 7 Comment prouver que u7g =797
Est-il nécessaire de calculer tous les termes jusqu’a 787 Et aprés?

Supposons que u77 = 78. Alors u7g =10 x 78 -9 x 77 -8 =79

Et si up=n+1, alors up11 =10x(n+1)-9In-8=n+10-8=n+2=(n+1)+1
Orus=4+1, donc us =5+1, donc ug =6+ 1 etc...

Il Le raisonnement par récurrence

1) Proposition mathématique

Une proposition mathématique est un énoncé portant sur des objets mathématiques; elle peut étre
vraie ou fausse.
Le raisonnement par récurrence s’intéresse a des propositions portant sur des entiers naturels.

EXEMPLE

«n?=3n+2=0>» est une proposition dépendant de I'entier n, qu'on peut noter (P,).
(Py) est vraie; (Py) est vraie; (Py) est fausse.

Dans l'exemple vu au I, on peut noter (P,) : « u, =n+1». La proposition (P,) est vraie pour tout
entier naturel n. (Démonstration plus tard)

2) Le principe de récurrence

Pour démontrer par récurrence qu’'une proposition (P,) est vraie pour tout entier naturel supérieur ou égal a
un entier naturel ng fixé, on procéde en trois étapes :

Premiére étape : INITIALISATION
On vérifie que (P,,) est vraie, c’est-a-dire que la proposition est vraie pour le premier indice ng. On dit qu’on a
initialisé la récurrence.

Deuxiéme étape : HEREDITE
On suppose que pour un entier n quelconque (n > ng), la proposition (P,) est vraie, et sous cette hypothése (dite
de récurrence), on démontre que la proposition (P,;1) est vraie. On a ainsi prouvé que I'hypothése de récurrence
« (P,) est vraie » est héréditaire.

Troisiéme étape : CONCLUSION
Lorsque les deux étapes ont été réalisées, on conclut que la proposition (P,) est vraie pour tout entier naturel
n, n 2 ng.
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EXEMPLE

Soit (uy) la suite définie par ug =1 et Vn € N, uyyq = 10u, — 9n — 8.
Démontrer par récurrence que pour tout entier naturel n, u, =n + 1.

Correction :
Soit (P,) la proposition « u, =n+1».

1) Initialisation

Montrons que (Fy) est vraie.

(Po) : «up=0+1».

D’une part, ug = 1 (d’aprés 1'énoncé) et d’autre part 0+ 1 =1 donc (FPp) est vraie.

2) Hérédité
Supposons que (P,) est vraie pour un entier naturel n > 0 fixé et montrons alors que (P,11) est vraie.

Hypothése de récurrence : (P,) : «u,=n+1»
Ce que I’on veut montrer : (P,,1) : «upi1 = (n+1)+ 1%, 80it « upy1 =n+2»

On sait que up.1 = 10u, —9n - 8.

Donc up+1 =10 x (n+1) —9n -8 (d’aprés 'hypothése de récurrence)
Dot 401 =10n+10-9n-8=n+2

Donc (Py,41) est vraie.

3) Conclusion :
La proposition (P, ) est vraie au rang 0 et est héréditaire, donc elle est vraie pour tout n > 0.
Donc VneN, u,=n+1

A vous de jouer :

EXERCICE

1
Soit (uy) la suite définie par ug =1 et pour tout n € N, upy1 = §u” +n-2.

1. Calculer uq, us et us.

2. Démontrer par récurrence que Vn >4, u, > 0.
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