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| Représentation géométrique d'un nombre complexe

1) Affixe d'un point dans le plan complexe

DEFINITION

Le plan est mini d’un repére orthonormé (O; @, ¥)
Soit z = x + yi avec x et y deux réels.

On représenteiyar le point M de coordonnées (x;y) dans le repére (O;u, V).
(C’est-a-dire OM = zi + y0)

On dit que = + yi est I'affixe du point M dans le plan complexe, et on note M (z).

axe des
imaginaires purs

M(x + yi)

axe des réels

Mi-----mm -

\.

REMARQUE

En mathématiques, le mot « affixe » est féminin : une affixe.
En frangais, le mot « affixe », qui & un autre sens, est masculin : un affixe.

PROPRIETE \

Conséquences :

e M (z) appartient & ’axe des abscisses si et seulement si Im(z) = 0.

e M (z) appartient & l’axe des ordonnées si et seulement si Re(z) = 0.

e Le point M'(Z) est le symétrique du point M (z) par rapport a 'axe des abscisses.

EXEMPLES

1) Placer dans le plan complexe les points A(2 — 1) et B(2i).

2) Soit A’ le symétrique de A par rapport a 'axe (Oy) et B’ le symétrique de B par rapport a 'axe
(Ox). Déterminer les affixes de A" et B'.

2) Affixe d'un vecteur

Soit @ un vecteur.
L’affixe de w0 est 'affixe du point M tel que OM = 0.

On note : 25 = 2573 = T + ¥i, si M (z;y) dans un repére (O;u, v) et W(zg).
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PROPRIETE

Soient M (z) et M'(2’) deux points du plan complexe.
Alors MM'(2' — z).

DEMONSTRATION
Soient M(z) et M'(2’') deux points du plan complexe avec z = x +yi et 2’ =2/ + /i (x, y, 2’ et ¢ des
réels).
—
M (z;y) et M'(2';y’) done MM' (2! — z;9' — y).
Donc MM’ a pour affixe 2/ —x +i(y —y) =2'+¢i— (z +yi) =2 — 2.

PROPRIETE )

Soient 1 et w' deux vecteurs ayant pour affixes respectives z et z’.
o ¥ = w si et seulement si z = 2.

e @+ w' a pour affixe z + 2.

e Pour tout réel &, le vecteur kw a pour affixe kz.

PROPRIETE

Milieu d’un segment :

ZA + ZB

Soient A et B deux points et I le milieu du segment [AB]. Alors z; =

DEMONSTRATION
ZA+ 2B

Si I est le milieu du segment [AB], alors 2;1_} = E, donc 2(zy — z4) = zp — 24, d'ou 21 = 5

Il Forme trigonométrique d’'un nombre complexe

Dans cette partie, on munit le plan complexe d’un repére orthonormé direct (O;w, ¥/).

1) Quelques points d’affixes connus

EXEMPLES

Placer, en utilisant uniquement la régle non graduée et le compas, les points :

A<—%+§i> B(\/Ti-l-\gi) C (V2 +iv?2).
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2) Module d’un nombre complexe

Soit M(z) un point dans le plan complexe.
On appelle module de z et on note |z| la distance OM.
(Faire une figure)

PROPRIETE \

Soit z = x + yi un nombre complexe avec x et y des réels.
Alors |z| = /22 + ¢ et 2Z = |2|?

\. J

DEMONSTRATION

e OM? = 22 + 32 donc |z| = /22 + 32.
0 27 = (z+yi)(zv—yi) =22 — y?i2 = 22 + 9% = 2|2

PROPRIETE

Conséquence :
z z

z 2z |22

\.

REMARQUE

Si z € R, alors z = 2 4 0i = x donc |z] = Va2 = |z| (valeur absolue de x).

PROPRIETE
Soit z un nombre complexe.
o |z = || o |—z[=l

3) Argument d'un nombre complexe non nul

DEFINITION )

Soit M (z) un point du plan complexe, distinct de l'origine O (c’est-a-dire z # 0).
On appelle argument de z et on note arg(z) toute mesure en radians de 'angle orienté (@, OM).
2 4
M
o ()
1 |
o)
0 1 2 T 3
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REMARQUE

Un nombre complexe a une infinité d’arguments, qui différent d’un multiple de 2.

PROPRIETE

Soit z = x 4+ yi un nombre complexe non nul, avec = et y des réels.
%

Alors cos(arg(z)) = ﬂ et sin(arg(z)) = %
z z

DEMONSTRATION

Posons 6 = arg(z).

x
On a d’apreés la trigonométrie cos = —— et sinf = OLM d’ou le résultat.

OM

EXEMPLES

1) Calculer le module et un argument des nombres complexes suivants : 3; —4; 2i; —1+4+1; 2 — 2i.
2) Faire une figure et vérifier les réponses du a).

3) Déterminer le module et une valeur approchée a 1072 prés d'un argument de z = —1 + 2i au
moyen de la calculatrice.

PROPRIETE

Soit z un nombre complexe non nul.
o arg(z) = —arg(z)
o arg(—z) = arg(z) +

4) Forme trigonométrique d’un nombre complexe non nul

a Deéfinition

Soit z un nombre complexe non nul, r le module de z et 6 un argument de z.
Alors z = r(cosf + isinf) est la forme trigonométrique de z.

b Lien entre la forme algébrique et la forme trigonométrique

Si z a pour forme algébrique x + yi et pour forme trigonométrique r(cos(#) +1isin(f)) (avec r = |z| et 6 = arg(z)),
alors :
T = rcosb r=+/x2+y>?
donc

x
y =rsinf cosf == et sing =2
r r
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EXEMPLES

Soit z1 = v/3 +1, 22 le nombre complexe de module 3 et d’argument —Z, z3 = —2(008% + isin %)
T .. m

24 = V/2(cos i isin Z)

Donner la forme trigonométrique de z1, la forme algébrique de zo et les formes trigonométriques de z3

et

et z4.

5) Propriétés du module

PROPRIETE \

Soient z et 2/ deux nombres complexes et n un entier relatif.
| =lz| x |2].

1

||

12|

2|

o |z |z
e Inégalité triangulaire : |z + 2/| < |z] + |2/].

o |2z
) 1
o Siz#0, ’—':

z
7

e Siz #0,

DEMONSTRATION

o 222 =22 x 22 =22 xZx 2 =22 x 22 = |22 x |2
Or |zZ/|, |z et |2'| sont des réels positifs donc |22'| = |z| x |2/].
1 1 ] 1
o|l|=|zx—|=]z| x|=|,donc |—-| = — = —
z |Z| ||
xS =lelx |5 =l x =
o |—|=lzx—=|=|z|x|5|=
o o |z/] E

e Par récurrence, et si n < 0, avec la 2e propriété.
e immeédiat.

6) Propriétés pour les arguments

PROPRIETE ' admise )

Soit z un complexe non nul.
arg(z) = 0+ 2km, avec k € Z <= z est un réel strictement positif.

arg(z) = a + 2km, avec k € Z <= z est un réel strictement négatif.

arg(z) = - + 2km, avec k € Z <= z est un imaginaire pur avec Im(z) > 0.
arg(z) = — < —|— 2k, avec k € Z <= z est un imaginaire pur avec Im(z) < 0.
Ainsi :

z est un réel non nul <= arg(z) = 0+ km, avec k € Z

T
et z est un imaginaire pur <= arg(z) = 5 + km, avec k € Z.
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7) Formules d’addition et de duplication

PROPRIETE
Pour tous réels a et , on a :
1) cos(a+b) = cosacosb —sinasinb 3) sin(a + b) =sinacosb +sinbcosa
2) cos(a — b) = cosacosb + sinasinb 4) sin(a — b) = sina cos b — sin b cos a.

DEMONSTRATION

Démonstration de cos (a — b) = cosacosb + sinasinb :

Dans un repére (O ;u,v) orthonormé du plan complexe, on considére les points M, et M, d’affixes
respectives z, = cosa + isina et z, = cosb + isin b, avec a et b deux réels.

On a alors |z, = v cos?a + sinfa=+v1=1 (ou directement par lecture de la forme trigonométrique
de z,4, et de méme, |z| = 1.

On a également arg(z,) = a et arg(z) = b.

O . OIL
Calculons le produit scalaire OM, - OM; de deux facons différentes :

D’une part, O—Ma . Oﬁb = O0OM, x OM, x cos(O—Ma,OWb).

Or OM, = |z4| =1, OM, = |z| = 1. De plus :

(OM, ,OM;) = (OM, , @)+ (@, OM,) = —(@, OM,)+ (@, OM,) = — arg(z) +arg(z) = —a+b = b—a.
Alinsi, O—Ma . OWI, =1x1xcos(b—a)=cos(a—b) (car Vx € R, cos(—x) = cosx)

e oIl
D’autre part, on a OM,(cosa;sina) et OMy(cosb;sinb).
Ainsi, le repére étant orthonormé, on a OM, - OM; = cosacosb + sina sin b.

Conclusion : cos (a — b) = cosacosb + sinasinb

Démonstrations des trois autres formules :
cos(a + b) = cos(a — (—b)) = cosacos(—b) + sinasin(—b) = cosacosb — sinasinb

sin(a + b) = cos (g —(a+ b))

:COS<7<T72T_G>_I)> W
= cos (5 — a) cos b + sin (5 — a) sinb

=sinacosb + sinbcosa

sin(a — b) = sin(a + (—b)) = sina cos(—b) + sin(—b) cosa = sina cos b — sin b cos a
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PROPRIETE \

Pour tout réel z, on a :

2 2

e cos(2x) = cos?x —sin?z = 2cos?xz — 1 = 1 — 2sin’z.

e sin(2z) = 2sinz cosx.

1 2

1— 2
osianzw

\. J

DEMONSTRATION

| Utiliser les formules d’addition.

8) Autres propriétés pour les arguments

PROPRIETE )

Pour tous complexes z et 2’ non nuls, et pour tout n entier relatif, on a :
1

arg(zz') = arg(z) + arg(2’) [27] arg <—> = —arg(z) [27]
z

arg (5) = arg(z) — arg(?) [27]
arg(z") = narg(z) [27]

\. J

DEMONSTRATION

Posons z = r(cos(6) +isin(f)) et 2’ = r/'(cos(0’) +isin(6’)) avec r = |z|, v’ = |2’], § un argument de z
et # un argument de 2’.

Alors 22" = r1'(cos(8) cos(8') + icos(f) sin(f') + isin(f) cos(0') — sin(#) sin(#"))

= r1'(cos(0) cos(0) — sin(0) sin(6’) + i(cos(0) sin(0’) + sin(0) cos(¢'))

=rr'(cos(0 4+ 0') +isin(6 + ")

Donc arg(zz') = 0 + ' = arg(z) + arg(z’).

arg(l) = arg <z X %) = arg(z) + arg (%) donc arg (%) = arg(l) —arg(z) = 0 — arg(z) = —arg(z).
arg(z) = arg (z’ X 5) = arg(?') + arg <§) donc arg (5) = arg(z) — arg(2’).

Pour arg(z"), on procéde par récurrence en utilisant zz’.
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9) Interprétation géométrique du module

—»

Soient A et B deux points d’affixes respectives z4 et zp dans un repére orthonormé (O; u, ¥)
Alors AB = |zp — z4].

DEMONSTRATION

—
On sait qu’il existe un unique point M tel que OM = Jﬁ .

Or OM a pour affixe zp; — 0 = zpy et AB a pour affixe zg — z4. Donc zyy = 2z — z4.
Ainsi, |zp| = |2 — z4|. Or par définition, |zp/| = OM et OM = AB, donc AB = |zp — z4]|.

PROPRIETE

L’ensemble des points M d’affixe z vérifiant |z — 24| = |z — zp| est la médiatrice du segment [AB].
L’ensemble des points M d’affixe z vérifiant |z — z4| = 7, avec r un réel strictement positif, est le cercle
de centre A et de rayon r.

\.

DEMONSTRATION

Immédiate car |z — z4| = |z — 2| <= AM = BM et |z — zp| =r <= AM =r

10) Interprétation géométrique d’un argument

Soient A et B deux points d’affixes respectives z4 et zp dans un repére orthonormé (O; i, ¥), tels que
A # B.
Alors (ﬁ,ﬁ) = arg(zp — z4)-

DEMONSTRATION

On sait qu’il existe un unique point M tel que O—]\>4 = Jﬁ
Commgécédemment, Zpm =z — 24 et (4,OM) = (@',ﬁ)
Or (4,0OM) = arg(znr). Donc (4, AB) = arg(zpr) = arg(zp — z4).

PROPRIETE

Soient A, B, C et D quatre points d’affixes respectives z4, zp, z¢ et zp, avec A # B et C # D.

Alors (AB, CD) = arg (M)

2B — ?A
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DEMONSTRATION
(AB,CD) = (AB, @) + (4, CD) = (4, CD) - (7, AB) = arg(zp - 2c) — ar(zp — 21) = arg (ZD —~ ZC)

ZB — ?A

EXERCICES

1) Soient les points A, B et C d’affixes respectives —1, 2i et 1 — i. Démontrer que le triangle ABC
est isocéle rectangle en A.

2) Soient les points A et B d’affixes respectives 2i et —3. A tout point M d’affixe z on associe le
z—2i

z+3°

a) Que représentent graphiquement |Z| et arg(Z)?

b) Déterminer 'ensemble (E) des points M d’affixe z tels que |Z| = 1.

complexe Z =

c) Déterminer 'ensemble (F') des points M d’affixe z tels que Z soit un imaginaire pur.

Il La notation exponentielle

1) La notation €

Soit la fonction f: R — C
0 — cosf +isinf

Pour tous réels 6 et ¢, on a :

f(0) x f(0") = (cos +isinf)(cos ' +isind’)
= cosfcost +icosfsinf +isinfcos — sinfsin b’
= (cosfcost —sinfsin’) +i(cosOsin b’ + sinf cosd’)
=cos(0+0') +isin(6 +6")
= f(6) + f(¢)

On remarque alors que la fonction f vérifie la relation fonctionnelle des fonctions exponentielles.

De plus, on peut admettre que f est dérivable sur R et on a alors :

VO € R, f'(0) = cos'(0) +isin’(0) = —sin(f) +icos(f) = i%sinf +icosf = i(cosf +isinf) = if(0).
Ainsi, V0 € R, f(6) = ke, avec k € R.

Or f(0) =cos0+isin0=1+0=1, et ainsi ke!*? =1, donc k x 1 =1, donc k = 1. Ainsi :

On note, pour tout réel 0, el = cos @ + isin 6.

PROPRIETE ~

Conséquence :
Tout nombre complexe de module 1 se note €, § € R.
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EXEMPLES
V3

jus . jus . 3
2 =i;e'3 =—-4i—;e" =-—1.

2

ecl=1:¢

e Reprendre les formes trigonométriques de l'ex. 34 page 245 et déterminer les notations exponentielles
correspondantes.

2) Lien avec les formules de trigonométrie

a Formules d’addition

PROPRIETE

Pour tous réels 0 et ¢, les formules d’addition s’écrivent : e

i0 L0 _ i(0+0")

DEMONSTRATION
cos(0 + 0") = cos 6 cos ' — sin O sin 0’
sin(f + 6') = cosfsin @ + sinf cos &’

Or (cosf+isinf)(cos ' +isinf) = (cos b cos§' —sin §sin ') +i(cos 0 sin &’ +sin O cos ') d’ott le résultat.

b Formules de duplication

PROPRIETE

Pour tout réel 6, les formules de duplication s’écrivent : (

610)2 — e2i0.

\.

DEMONSTRATION
cos 260 = cos? f — sin’ 0
sin 260 = 2 cos@sind

Or (cos® +isinf)? = (cos? § — sin?#) + i(2cos O sinf) d’ou le résultat.

3) Forme exponentielle d’'un nombre complexe non nul

Soit z un nombre complexe non nul, r le module de z et 6 un argument de z.
Alors z = rel? est la forme exponentielle de z.
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EXEMPLES
1) Ecrire sous forme algébrique : 372 ; /2657 ; 6els

2) Ecrire sous forme exponentielle : 5i; 4 + 4i; v/3 — i

PROPRIETE \

Pour tous réels r, ', 0 et 0’ :

. oY) . ’
o relfy/eld — TT/61(0+0)
1
) re T o g
osir £0, — = —ell0=0)
7./610 r!

o Vn € Z, (relf)” = rnein?

DEMONSTRATION

immeédiate & l'aide des calculs avec des exponentielles.

4) Formules d’Euler et de Moivre

PROPRIETE \

Formule de Moivre :
Pour tout réel 6 et tout entier relatif n :

(cosf +isinB)" = cos(nb) + isin(nd)

DEMONSTRATION

(cosf +isin )" = (eie)n = el = cos(nf) + isin(nd)

PROPRIETE \

Formule d’Euler :
Pour tout réel 6, on a :

ol 4 o—if ol _ o—if
cosf = — et sin = ————

DEMONSTRATION
e + e = (cosf +isin@) + (cos(—0) +isin(—0) = cosf +isinf + cosd — isind = 2cos 6

i0 —i0
Donc cosf = e te
2
ol — 719 — (cosf +isinf) — (cos(—h) 4 isin(—6) = cosh +isinh — cosf + isinf = 2isinf
0 —i0
Donc sinf = u
2i
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e Linéariser cos® x, c’est-a-dire 1’écrire sous la forme d’une somme de cosinus et de sinus (sans puis-
sances).
e En déduire une primitive sur R de la fonction f définie pour tout réel x par f(x) = cos® x.

e Faire de méme avec sin® z.

IVV Racines n-iemes de |'unité

1) L'ensemble U

On appelle cercle unité et on note U I’ensemble des nombres complexes de module 1, c’est-a-dire
U={z€C,|z|=1}

REMARQUES

e [’ensemble des points M d’affixe z tels que z € U est le cercle trigonométrique.
e 0¢U. .

z
o V2,2 €U, 22/ €Uet — €U, et ainsi — € U.

z z

2) Racines n-iémes de I'unité

Soit n € N*. On appelle racines n-iémes de 'unité les solutions complexes de I’équation 2™ = 1.
L’ensemble des racines n-iémes de 'unité est noté U,,.

PROPRIETE \

q as " j2km q
e Les racines n-iémes de I'unité sont les nombres €' » , avec k entier tel que 0 < k < n.
o [l existe donc n racines n-iémes de 'unité.

DEMONSTRATION

Posons z = re'?.

. 2
z”zl(z)r"eme:l@rnzletn6=0+287r(avecsEZ)<=>r:1(carr>0)et9=ﬂ.
n

En divisant s par n, on a s = ng + k avec q et k entiers et 0 < k < n.

2(n k) 2km . . 2k 2k e
Ainsi, 0 = 2PIXRIT o 0 RT o gimam ity e i
n n

. R L . s 2km . . .
Les racines n-iémes de I'unité sont bien les nombres €' '» avec k entier tel que 0 < k < n et il y a bien
n racines n-iémes de 'unité.
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EXEMPLE

e Déterminer a I’aide de la propriété ci-dessus, les racines carrées de 1 (1 et —1).

V3

e De méme avec les racines cubiques de 1 (1, j = ) + i7 et 52 = 7).

e De méme avec les racines quatriémes de 1 (1, —1, i et —i).

EXERCICE

Tracer un cercle trigonométrique et y placer d’une couleur les points d’affixes les racines cubiques de
1, et d’une autre couleur les racines quatriémes de 1.

Que remarque-t-on ?

PROPRIETE

Si n > 3, les racines n-iémes de l'unité sont les affixes des sommets du polygone régulier & n cotés
inscrit dans le cercle trigonométrique et dont un sommet a pour affixe 1.
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