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| Généralités sur les suites - rappels de 1°€®...

1) Notion de suite

On appelle suite v de nombres réels toute fonction définie sur I’ensemble N des entiers naturels.
L’image par u d’'un entier naturel n est un réel noté u,, et se lit « u indice n ».
On dit que u,, est le terme général de la suite u.

Une suite peut étre définie de plusieurs fagons différentes :

e au moyen d’une formule explicite : u, en fonction de n.
(Exemple : la suite u définie, pour tout entier naturel n, par u,, = n? +2n+ 3)

e au moyen d’une relation de récurrence : u,,; en fonction de u,,.
(Exemple : la suite u définie par ug = 1 et pour tout entier naturel n par la relation w,41 = 3u, +1.)

2) Sens de variations d’une suite

PROPRIETE

Soit u une suite définie sur N.
Si pour tout entier naturel n, t,41 — Uy >
Si pour tout entier naturel n, U,y — Uy <

0, alors la suite u est croissante sur N.
0, alors la suite u est décroissante sur N.

\.

EXEMPLE
1

Déterminer le sens de variations de la suite u définie sur N par u, = 1
n+

3) Suites arithmétiques

DEFINITION )

Soit u une suite définie sur N.
On dit que u est une suite arithmétique de raison r si et seulement si il existe un réel r tel que pour tout
entier naturel n :

Up+1 = Up +T

\. J

PROPRIETE 1

Soit u une suite arithmétique de raison r définie sur N.
Alors pour tous entiers naturels n et p, on a :

Up = Up + (m—p)r
En particulier, si u est définie a partir du rang 0, on a :

Up = Uy + 0T
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EXEMPLE

Soit u la suite arithmétique de raison r = 3 définie sur N et telle que w19 = 2.Calculer u;7.

PROPRIETE \

Soit u une suite arithmétique de raison r définie sur N.
Si r >0, alors la suite u est strictement croissante.

Si r <0, alors la suite u est strictement décroissante.
Si r =0, alors la suite u est constante.

4) Somme des entiers de 1 a n

PROPRIETE

Pour tout entier naturel n non nul, on a :

_ n(n+1)

1+2+...+n
2

\.

EXEMPLE
Calculer S=1+2+3+...+100 (= 5050)

5) Suites géométriques

DEFINITION N

Soit u une suite définie sur N.
On dit que u est une suite géométrique de raison ¢ si et seulement si il existe un réel ¢ non nul tel que pour

tout entier naturel n :

Un+1 =G X Up

PROPRIETE ‘

Soit u une suite géométrique de raison ¢ définie sur N.
Alors pour tous entiers naturels n et p, on a :

_ n-p
Up = Up X ¢
En particulier, si u est définie a partir du rang 0, on a :

Uy = U X q"

\. J

EXEMPLE

1
Soit u la suite géométrique de raison r = — définie sur N et telle que ug = 5. Calculer uy;.
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THEOREME w

Soit u une suite définie sur N, géométrique de raison ¢ > 0 et de premier terme wuy.
Si Uug > 0:
Si g > 1, alors u est strictement croissante.
Si g =1, alors u est constante.
Si0<q<1, alors u est strictement décroissante.
Si ug < 0:
Si g > 1, alors u est strictement décroissante.
Si g =1, alors u est constante.
Si0<gq<1, alors u est strictement croissante.
Si ug =0, alors la suite u est constante & zéro.

6) Somme des puissances successives d’un réel

PROPRIETE \

Soit ¢ un réel différent de 1. Alors pour tout entier naturel n, on a :

1- qn+1
I+ g+ P+ +.. +q°= ——
l-q
EXEMPLE
1- 2n+1
Calculer pour tout entier naturel n la somme 1+ 2+ 22+ ... + 2", (= —— - an+l _ 1)
PROPRIETE
Conséquence : Soit ¢ un réel différent de 1, et soit (u,) une suite géométrique de raison g et de premier
1- n+1
terme wug.Alors ug + Ug + ... + Uy = Uo(l—q).
-q

|| Suite arithmético-géomeétrique
1) Définition

DEFINITION N

Soient a et b deux réels.
Une suite arithmético-géométrique est une suite u définie par la donnée de son premier terme (généralement
up ou quelques fois u1) et par une relation de récurrence de la forme :

Ups1 = A X Uy + b

\. J

REMARQUES

e Si a =1, alors la suite (u,) est une suite arithmétique de raison b.
e Sia =0, alors la suite (u,) est une suite constante ou tous les termes valent b.
e Si b =0, alors la suite (u,) est une suite géométrique de raison a.
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2) Etude d’une suite arithmético-géométrique

PROPRIETE w

Soit a et b deux réels tels que a # 1 et soit (u,) une suite arithmético-géométrique vérifiant, pour tout entier
naturel n, up,1 = au, + b.

Soit « 'unique solution de I’équation = = ax + b.

Alors la suite (vy,), définie pour tout entier naturel n par v, = u, — « est géométrique de raison a.

DEMONSTRATION

ar+b=r<=(a-l)x=b<+=zx=
-b
a-1

-b
1 (car a # 1).

Posons a =

o Upsl = AUy + o .
Ainsi, pour tout n € N, , donc en retranchant ces deux égalités, on obtient :
a=aa+b

Uns1 — @ = a(uy — ) + b= b, soit v, = avy,.

REMARQUE

Sia =1, la suite (uy) est une suite arithmétique de raison b et on connait déja sa formule explicite. De plus,
dans le cas ol a = 1, la propriété ci-dessus n’est pas applicable car I’équation = = ax + b n’a pas de solution
(puisque x =azx +b<=z=2+b<=0=0).

EXEMPLE

Soit (uy) une suite arithmético-géométrique définie sur N par u,, =0, 5u, + 2 et up = 1.
Pour déterminer la forme explicite de cette suite, on procéde en trois étapes :

. Etape 1:
On déterminer la suite constante vérifiant la relation de récurrence de (uy,).
Autrement dit, on résout I’équation  =0,5x +2 :

z=0,5x+2<—=0,br=2«—2r=— <=z =4

La suite constante égale a 4 vérifie la méme relation de récurrence que (uy).

° Etape 2:
On pose, pour tout n € N, la suite v, = u,, — 4, ou 4 est la constante que ’on vient de trouver, et on montre
que cette suite (v,,) est géométrique :

Pour tout n € N, vp41 = tps1 —4=0,5u, +2-4=0,5u, —2=0,5(u, —4) = 0,50,.
Donc (vy,) est bien une suite géométrique de raison g = 0,5 et de premier terme vg =ug—4=1-4=-3.

. E‘tape 3:

On déduit alors ’expression explicite de v, puis de u,, :
Ainsi, pour tout n €N, v, =vg x¢" =-3x0,5".

Or v, = u, — 4, donc u, =v, +4=4-3x0,5".

EXERCICE

Déterminer la formule explicite de la suite (uy,) définie sur N par u, = —2u, + 5 et ug = 3.
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I1l Limite finie ou infinie d'une suite

1) Limite finie : suite convergente

Soit u une suite et [ un réel.
On dit que u, tend vers | quand n tend vers +oo si tout intervalle ouvert contenant [ contient toutes les
valeurs u, a partir d’un certain rang.

On dit alors que la suite u converge vers [ et que [ est la limite de u, et on note : lim w, =I.

n—+00o

Unp
el — — . 7777777777777777777777777
/ ° hd . hd . ° °
Hlcocccoccsssss ; 777777777777777777777
°
1 n
0 >

EXEMPLE
1 1 1

Les suites de référence n— —, n — n +— ——= convergent vers 0.

n? n3’ Vn
2) Limite infinie

Soit u une suite.
On dit que u, tend vers +oo quand n tend vers +oo si tout intervalle ouvert de la forme ]A;+oo[ contient
toutes les valeurs u,, a partir d’'un certain rang.

On dit alors que la suite u diverge vers +oco et que +oo est la limite de u, et on note : lim wu, = +oo.

n—+oo

Up

[ ]
® o
A . o
[ ]
[ ]
[ ]
[
[ )
1 n
0 >
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REMARQUE
On définit de méme lirP uy, = —oo avec un intervalle ouvert de la forme | — co; A[.
EXEMPLES

Les suites de référence n + n, n — n?, n+ n3, n— /n tendent vers +oco quand n tend vers +oo.

REMARQUE
Certaines suites n’admettent pas de limite. On dit alors que la suite u diverge ou est divergente.
Exemple : la suite u définie pour tout entier naturel n par u, = (-1)".

IV Opérations sur les limites

1) Limite d’'une somme

Si v a pour limite 14 £ ou +oo | £ ou —oc0 +00
Si v a pour limite v +00 —00 —00
Alors u+v a pour limite | £+ /¢ +00 —00 7?7277
REMARQUE

les roles de u et v peuvent étre échangés.

2) Limite d'un produit

Si 4 a pour limite l ££0 | o0 0

Si v a pour limite A 0o | o0 o0

Alors uv a pour limite | /x/' | oo | oo | 27777

REMARQUES

e les roles de u et v peuvent étre échangés.
e On détermine le signe de la limite infinie en utilisant la régle des signes habituelle.

3) Limite d’un quotient ** lorsque lim v, #0

Un Nn—>+00
Si 4 a pour limite 14 l 00 00
Si v a pour limite 0'+0 |00 | £%£0 o
Alors 2 a pour limite 5 0 00 77777
v
REMARQUE

On détermine le signe de la limite infinie en utilisant la régle des signes habituelle.
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4) Limite d’'un quotient > lorsque lim v, =0
n n—>+00
Si v a pour limite {#0 ou o 0
Si v a pour limite 0 en gardant un signe constant a partir d’un certain rang 0
Alors % a pour limite 00 77777
REMARQUE

On détermine le signe de la limite infinie en utilisant la régle des signes habituelle.

5) Formes indéterminées

Les quatre cases| ????? | dans les tableaux précédents représentent des cas de formes indéterminées. En effet, on ne

peut déterminer la limite de maniére générale :

e Forme indéterminée +oco — oo :

Uy, Un | Up+v, | lim wu, | lim v, | lim (u, +ovp)
n—+o0o n—+0o n—+oo
2n+1| —n n+1 +00 —00 +00
n?+1 | -n? 1 +00 —00 1
1
n+— | -n — +00 —00 0
n n

e Forme indéterminée oo x 0 :

Up | Un | Upxv, | lim w, | lm v, | lim (u, x o)
I n—+00 n—>+00 n—+o0o
n? — n +00 0 +00
Ty T
no|-— -— +00 0 0
él o)
5nd | = 10 +00 0 10
n3
. » . » w
e Forme indéterminée — :
o0
Un | Un | Up+vp | lm wuy | lim v, | Hm (u, +v,)
1 n—>+oo n—>+oo n—+0oo
n 3n — +00 +00 —
3 3
2| -n -2n +00 —00 —00
3 1
n | 2n — +00 +00 0
2n
. .. 0
e Forme indéterminée 9 :
Up | Up | Up+vp | Hm uy, | lim v, | lim (u, +vy)
3 1 n—+00 n—>+00 n—+00
- | = 3 0 0 3
T
— _2 n 0 0 +00
nln

Les cas de formes indéterminées nécessitent une étude particuliére chaque fois qu’ils se présentent.

N & . - . - . . A
Pour les mémoriser, on les note « oo — oo », « 0 x 00 », « — » et « 0 », mais ces écritures ne doivent jamais étre
[e¢]

utilisées dans une rédaction ni apparaitre sur une copie!
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EXERCICES

Ezercices du livre et de la feuille distribuce.

6) Limite d’'une suite géométrique

Soit ¢ un réel strictement positif.
e Si 0<g<1, alors la suite (¢") converge vers zéro.
e Si ¢ > 1, alors la suite (¢") diverge vers +oo.

REMARQUE

Dans les exercices, pour déterminer la limite d’une suite géométrique (u,) de terme général u, = uy x ¢",
avec ¢ un réel strictement positif, on applique le théoréme précédent avec la limite d’un produit d’une suite

et d’un réel.

PROPRIETE
Soit (uy,) une suite géométrique de raison g telle que 0 < ¢ < 1 et de premier terme wuy.
. up(1-¢"*") : ug
Soit S, =ug+ujg +...+uy = ———=. Alors lim S, = ——.
1-¢q n>+00 1-g¢q

DEMONSTRATION

0<g<1,donc lim ¢"*'=0, donc par somme, lim (1-¢"!)=1.
—+00 —+00
" " n+1) uo

uo(1 -
Par produit, lim wug(1-¢"*') = ug, et par quotient, lim o(1-¢ :
nis+00 n>+00 1-g¢q 1-¢q

V Limites et comparaison

1) Théoréme de comparaison

Soit u et v deux suites. Si pour tout entier naturel n supérieur a un certain entier naturel ng,

o u, <vp et lim wu, =+o0, alors lim v, = +oco
n—+oo n—+00

e uy, <v, et lim v, =—oco, alors lim wu, = —oo
n—+00 n—+0o

EXEMPLE

Soit (uy,) la suite définie pour tout entier naturel n par u, =n+ (-1)".
1. Justifier que la suite n’est pas monotone.

2. Déterminer sa limite quand n tend vers oo.
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2) Théoréeme d’encadrement

Soit u, v et w trois suites telles que :

e v, < U, < Wy & partir d’un certain rang ny,
e v et w convergent vers la méme limite [,
alors la suite u converge et sa limite est [.

REMARQUE

Le théoréme d’encadrement ne s’applique qu’a des suites convergentes; dans le cas ou les suites (v,) et
(wy,) divergent vers U'infini, le théoréme de comparaison suffit.

EXEMPLE

oy . . . 2+ 3cosn
Etudier la convergence de la suite w définie pour tout entier naturel n non nul par v, = ———.

n

3) Passage a la limite dans les inégalités

Soient u et v deux suites convergentes de limites respectives £ et ' et soit N un entier naturel.
Si pour tout entier n > N, on a u,, < v,, alors £ < £,
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