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| La fonction carré

1) Définition et propriétés

La fonction carré est la fonction f

définie sur R par f(z) = z2.

REMARQUE

12 =1 et 22 = 4. 22 n’est pas le double de 1°.
La fonction carré n’est donc pas linéaire. Sa représentation graphique ne sera pas une droite.

PROPRIETE

\.

La fonction carré est paire sur R. Autrement dit, pour tout réel z, (—z)? = x2.

DEMONSTRATION

Vx € R, (—:v)2 = (—1)2 x 12 =1x 2% =22

REMARQUE

La fonction carré est paire sur R, sa courbe est donc symétrique par rapport & I’axe des ordonnées.

2) Variations de la fonction carré

PROPRIETE

Son tableau de variations sur R est :

La fonction carré est strictement décroissante sur | — oo ;0] et strictement croissante sur [0; +ool.

—00 0 +0oo

\0/1

\

DEMONSTRATION

et b ne sont pas tous les deux nuls).

Soit f la fonction carré définie sur R.

e Démontrons que f est strictement croissante sur [0;+oo| :
Soient a et b deux réels de [0; +o0[ tels que m

Alors f(b) — f(a) = b* —a® = (b—a)(b+ a).

Or a < bdonc b—a >0, et puisque a >0 et b >0, on a donc b+ a > 0 (strictement car a < b donc a

Ainsi, f(b) — f(a) > 0, donc | f(a) < f(b)

’0 <a<b= f(a) < f(b) | donc la fonction f est bien strictement croissante sur [0 ; +o00.
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DEMONSTRATION

e Démontrons que f est strictement décroissante sur | — oc0;0] :

Soient a et b deux réels de | — 0o; 0] tels que

Alors f(b) — f(a) =b* —a® = (b—a)(b+ a).

Or a < bdoncb—a >0, et puisque a < 0 et b <0, onadonc b+ a <0 (strictement car a < b donc a
et b ne sont pas tous les deux nuls).

Ainsi, f(b) — f'a) <0, donc | f(a) > f(b)

’a <b< 0= f(a) < f(b) | donc la fonction f est bien strictement décroissante sur | — oo ;0].

REMARQUE
La fonction carré étant paire sur R, on aurait aussi pu, aprés avoir démontré que f était strictement
croissante sur [0;+oc[, en déduire directement que f est strictement décroissante sur | — oo;0] par

symeétrie de sa courbe par rapport a 'axe des ordonnées.

3) Représentation graphique de la fonction carré

e La représentation graphique de la fonction carré s’appelle une parabole.
e [’origine du repére O est appelé le sommet de la parabole.

gt

S

T
T~

ui

EXERCICE

Donner un encadrement de z2 dans chaque cas :

a) x € [3;5] b) x € [-4;-1] c) z € [—2;6]
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4) Résolution d’équations et d’inéquations avec la fonction carré

PROPRIETE ~

Soit a un réel.
e Si a > 0, alors 'équation 22 = a admet exactement deux solutions dans R : \/a et —/a.
e Si a =0, alors I’équation 2> = a admet une unique solution dans R : 0.

2

e Si a < 0, alors I’équation z“ = a n’admet aucune solution dans R.

REMARQUE

Cette propriété, et sa démonstration, ont été vues dans le chapitre 3.

EXEMPLES
Résoudre dans R I'équation 422 — 12 = 0, et 1’équation 5z 4+ 3 = 0.

PROPRIETE ~

Soit a un réel.

e Résolution dans R de I'inéquation z? < a :
e Sia>0,alors 2?2 < a <=z € [-a;a];
eSia=0,alors 2’ <a<=2=0;
e Si a < 0, alors l'inéquation 22 < a n’a pas de solution dans R.

e Résolution dans R de I'inéquation z2 > a :
e Sia>0,alors 22 > a <= x €] — 00; —/a] U [v/a; +oo;
e Sia<0,alors 22 > a <=z €R.

\.

DEMONSTRATION

Résoudre dans R I'inéquation 22 < a ou I'inéquation 22 > a revient a étudier le signe de 22 — a.

eCasoila>0:VreR, a?—a=a2—a’ = (z—a)lz+Va)
On dresse alors un tableau de signes :

T — \a — 0 + +

a:—i-\/a — — 0 +

(z — va)(z + Va) + 0 - 0 +

2

e Cas ot a < 0 :Vz € R, 22 > 0, donc I'inéquation 22 < a n’a pas solution dans R et I'inéquation

22 > a admet tout réel comme solution.

e Casotta=0:Vz R, 22 >0, donc I'inéquation 22 < 0 a pour unique solution 0 et I'inéquation
22 > 0 admet tout réel comme solution.

EXEMPLE

Résoudre dans R les inéquations 2(z% —5) > 0 et 13 — 2% > 0.
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Il La fonction cube

1) Définition et propriétés

La fonction cube est la fonction f définie sur R par f(z) = 23.

REMARQUE

Tout comme la fonction carré, la fonction cube n’est pas linéaire. Sa représentation graphique ne sera
donc pas une droite.

PROPRIETE
3

La fonction cube est impaire sur R. Autrement dit, pour tout réel z, (—z)% = —a3.

\

DEMONSTRATION

Vo € R, (—I)g = (—]_)3 X g;3 = -1 x 1-3 — _333.

REMARQUE

La fonction cube est impaire sur R, sa courbe est donc symétrique par rapport a ’origine du repére.

2) Variations de la fonction cube

PROPRIETE 'admise )

La fonction cube est strictement croissante sur R.

z | -3 |-2]|-1]0]1]2]| 3

a3 | =27 | =8| —=1]0|1]|8]|27
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EXEMPLE

4
Le volume d’une boule de rayon R (R > 0) est donné par par la formule V = §7TR3.

Justifier que lorsque le rayon augmente, le volume de la boule augmente.

4) Position relative des courbes d’équations y =z, y = 2° et y = 2

~
/

e Pour tout réel x € [0;1], on a :

=

x3<x2§x

e Pour tout réel z € [1;4o00[, on a :

r<z? < 0
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Seconde

DEMONSTRATION

Comparaison de z3 et z2 :
Vz € R, 23 — 22 = 22(x — 1). On dresse alors un tableau de signes :

T 0 1 +00
z2 0 + +

z—1 - 0 +

*(z — 1) 0 - 0 +

Ainsi, Vo € [0;1], on a bien 2® — 22 < 0, donc 2% < 22 et Vo € [1;+00[, on a bien 2® — 22 > 0, donc

22 < x5,

EXERCICE
2

En procédant de méme, démontrer que Vo € [0;1], 22 < z et que Vo € [1; 400, z < 22

EXERCICE

e Sans utiliser la calculatrice, comparer les nombres 0, 8422 et 0, 8423.
e Sans utiliser la calculatrice, comparer les nombres 7, 72 et 7.

Il La fonction inverse

1) Définition et propriété

La fonction inverse est la fonction f définie sur | — oo ;0[U]0; +oo] par f(z) = —.
W

REMARQUES

e L’ensemble | — 00 ;0[U]0; +00[ est aussi noté R*.
e 0 n’a pas d’image par la fonction inverse. Autrement dit, 0 est la valeur interdite de la fonction inverse.
e La fonction inverse n’est pas linéaire. Sa représentation graphique ne sera pas une droite.

PROPRIETE

La fonction inverse est impaire sur R*. Autrement dit, pour tout réel x non nul, — = ——.
—x 55

\.

DEMONSTRATION
1

Ve e R*, —z € R* et f(—x) = = —i = —f(z).
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REMARQUE

La fonction inverse est impaire sur R*, donc sa courbe est symétrique par rapport & ’origine du repére.

2) Variations de la fonction inverse

PROPRIETE )

La fonction inverse est strictement décroissante sur | — oo ;0] et aussi sur |0 ; 4o00].

x —00 0 —+00

8|

DEMONSTRATION

Soit f la fonction inverse définie sur R*.

e Démontrons que f est strictement décroissante sur |0;+oo] :

Soient a et b deux réels de ]0; +oo] tels que

1 1 a-b

Al — =—-——-= )

ors f(b) = fla) =5 - ="
D’une part, a < b donc a — b < 0.

D’autre part, a > 0 et b > 0 donc par produit ab > 0.

Ainsi, par quotient, aT—bb < 0, autrement dit f(b) — f(a) < 0, donc | f(a) > f(b)

0<a<b= f(a)> f(b) ‘ donc la fonction inverse est bien strictement décroissante sur |0 ; +o00].

e Démontrons que f est strictement décroissante sur | —oo;0] :
Soient a et b deux réels de | — 0o ;0] tels que
1 1 a-b

Al - = ——= :
ors f(8) — fla) = 3 — = = "
D’une part, a < b donc a — b < 0.

D’autre part, a < 0 et b < 0 donc par produit ab > 0.

—b
Ainsi, par quotient, a? < 0, autrement dit f(b) — f(a) < 0, donc | f(a) > f(b)

’a <b< 0= f(a) > f(b) ‘ donc la fonction inverse est bien strictement décroissante sur |0 ; +o00].

REMARQUE

On ne peut pas dire que la fonction inverse est strictement décroissante sur R*. En effet, 'affirmation
« lorsque les valeurs de z augmentent sur R*, leurs inverses diminuent » est fausse : par exemple, 3 est

plus grand que —2, mais son inverse 3 est aussi plus grand que l'inverse de —2 qui est —3
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3) Représentation graphique de la fonction inverse

La courbe représentative de la fonction inverse s’appelle une hyperbole.

~0,25 | ~—0,33 | —0,5 | —1 110,5]~0,33]0,25

8] =

\¥) [Vy)
| "

u

uiny

__——Gi—/b.’)

IV La fonction racine carrée

1) Définition et propriétés

La fonction racine carrée est la fonction f définie sur [0;+o0[ par f(z) = v/z.

REMARQUES

e L’ensemble [0; oo se note aussi RT. On a bien 0 € R*.

e La fonction racine carrée n’est pas définie sur | — 0o ;0[ car la racine carrée d’un réel n’existe que si ce
réel est positif ou nul (cf. premier chapitre).

e La fonction racine carrée n’est pas linéaire (v/1 = 1 et v/4 = 2 donc v/4 n’est pas le quadruple de v/1).
Donc la représentation graphique de la fonction racine carrée ne sera pas une droite non plus...

PROPRIETES ~

On rappelle les propriétés déja rencontrées sur la racine carrée :
eVz e RT et Vy e RT, \/zy = /& X /Yy et siy #0, \/?:ﬁ

Yy VY
oV e R, Va2 = |z|

REMARQUE
On rappelle également que, sauf rare exception, /T +y # /x + VY-
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2) Variations de la fonction racine carrée

PROPRIETE \

La fonction racine carrée est strictement croissante sur [0; +ool.

\

DEMONSTRATION

Soit f la fonction racine carrée définie sur R™.

Démontrons que f est strictement croissante sur R" :
Soient a et b deux réels de R™ tels que m

Vb +va
Vb+y/a

(\/l; +y/a est bien différent de 0 puisque a et b ne peuvent pas étre nuls tous les deux, puisque 0 < a < b)

(D) () oot e
donc f(b) — f(a) = Vot va = NN :\/B—i—\/a.

D’une part, puisque a < b, alors b —a > 0.

Alors f(b) = f(a) = Vb - va= (Vb= va) x 1= (Vb- va) x

D’autre part, vb > 0 et /a < 0, donc par somme, Vb + \/a > 0.

b—a
Donc par quotient, ———— > 0, autrement dit, f(b) — f(a) > 0, donc | f(a) < f(b
NI )~ f(a) (@) <10

’0 <a<b= f(a) < f(b) ‘ donc la fonction racine carrée est bien strictement croissante sur R

3) Représentation graphique de la fonction racine carrée

z |01 2 3 1419

Ve |01 | ~1,4|~1,7[2|3

@

\¥)

=
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EXERCICES

e En utilisant les variations de la fonction racine carrée, déterminer un encadrement de /z dans les
deux cas suivants :

a) z€[2;9 b) x €]8;4o0]

e Résoudre dans R les équations suivantes :

a) Jr=5 b) 3+52=7 c)7T—yzr=11 d) vV9z =2

e Résoudre dans R les inéquations suivantes :

a) 27 —1<5 b) 3yz—1>0 C) 4+ <6 d) V22 +3>0

e Tracer sur la calculatrice les courbes représentatives des fonctions f et g définies sur R™ par
f(z) = x4+ 2 et g(x) = x, puis résoudre graphiquement l'inéquation f(z) < z.
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